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السنة الثانية ثانويالوحدة 03 : العمل والطاقة الحركية في الحركة الدورانية

الجزء الأول

الدرس
الحركة الدورانية · عزم قوة · عزم العطالة · التوازن · عمل المزدوجة · الطاقة الحركية الدورانية

م في هذه الوحدة ؟ ماذا سأتعلّ

ية والسرعة الخطية لجسم صلب يدور حول محور ثابت. أحسب السرعة الزاو ◆

يّز المزدوجة. أحسب عزم قوة بالنسبة لمحور ثابت، وأم ◆

يغنز. أحسب عزم عطالة جسم صلب، وأوظّف مبرهنة هو ◆

بّق شرطي التوازن على جسم صلب قابل للدوران حول محور ثابت. أط ◆

أحسب عمل قوة أو مزدوجة في الحركة الدورانية، وأحسب الاستطاعة. ◆

ية أو عزم أو عدد دورات. أحسب الطاقة الحركية الدورانية، وأوظّف مبدأ انحفاظ الطاقة لإيجاد سرعة زاو ◆

1. الحركة الدورانية لجسم صلب

1.1 تعريف

تعريف

يكون جسم صلب في حركة دورانية حول محور ثابت (Δ) إذا وصفت كلّ نقطة منه )ما عدا النقاط الواقعة على

يه عمودي عليه. أمثلة : مروحة، عجلة دولاب، باب حول مفصلاته، يا مركزه على المحور ومستو المحور( مسارا دائر

بكرة.

تُوصف حركة النقطة المادية على مسارها الدائري بمقدارين متكاملين :

1.2 الفاصلة المنحنية والفاصلة الزاوية

: R على دائرة نصف قطرها t2 في اللحظة M2 إلى الموضع t1 في اللحظة M1 ينتقل جسم نقطي من الموضع
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1
القوس المقطوع ΔS والزاوية الممسوحة Δθ بين اللحظتين 

.ΔS = S2 − S1 ؛ (m) طول القوس المقطوع )المسافة المقطوعة على المسار(، بالمتر : S الفاصلة المنحنية ◆

.Δθ = θ2 − θ1 ؛ (rad) ية التي يمسحها نصف القطر، بالراديان ية θ : قيس الزاو الفاصلة الزاو ◆

العلاقة بين الفاصلتين

S = R · θ

S بالمتر، R نصف قطر المسار بالمتر، θ بالراديان )وليس بالدرجات(.

دورة واحدة : θ = 2π rad وS = 2πR )محيط الدائرة(. ◆

.θ (rad) = θ (°) × π / 180 180 ؛ أي° ⟷ π rad : يل التحو ◆

.Δθ = 2π · N : ية الممسوحة عدد الدورات N يعطي الزاو ◆

1.3 السرعة الزاوية والسرعة الخطية

العلاقة بينهماالسرعة الخطيةالسرعة الزاوية

ω = 
Δθ
Δt

v = 
ΔS

Δt
v = R · ω

R نصف قطر المسار بالمترv بـ m/s ؛ ΔS بالمترω بـ rad/s ؛ Δθ بالراديان
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الدور T : المدّة الزمنية لإنجاز دورة واحدة : T = 2π / ω بالثانية. ◆

تُعطي عطي بـ tr/min فإنّ : ω = 2π · n / 60 )لأنّ كلّ دورة  التواتر n : عدد الدورات في وحدة الزمن. إذا أُ ◆

.)60 s 2 والدقيقةπ rad

.Δθ = ω · Δt ثابتة، ومنه ω في الحركة الدورانية المنتظمة تكون ◆

جسم صلب يدور حول محور ثابت

v = R·ω أمّا سرعتها الخطية .ω ية ية في نفس المدّة، فلها نفس السرعة الزاو كلّ نقاط الجسم تمسح نفس الزاو

فتتناسب مع بعد النقطة عن المحور : النقطة الأبعد تقطع مسافة أكبر في نفس المدّة.

تطبيق 01

ية، والسرعة يدور قرص نصف قطره R = 20 cm بتواتر n = 300 tr/min حول محور ثابت. أحسب سرعته الزاو

الخطية لنقطة من حافته، ودور الحركة.

ω = 2π × 300 / 60 = 10π ≈ 31,4 rad/s

v = R · ω = 0,20 × 31,4 ≈ 6,28 m/s

T = 2π / ω = 2π / 31,4 = 0,20 s

2. عزم قوة بالنسبة لمحور ثابت

2.1 نشاط : فتح باب

O

F

عزم كبير

O

F

عزم أصغر

O

F

عزم معدوم

باب يدور حول محور شاقولي )منظر من الأعلى( : نغيّر نقطة تطبيق القوة واتجاهها
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لّما ابتعدت نقطة تطبيق القوة عن محور الدوران كان فتح الباب أسهل. ك ◆

القوة العمودية على الباب أفعل من القوة المائلة. ◆

يه لا تدير الباب إطلاقا. القوة التي حاملها يقطع المحور أو يواز ◆

بُعد حاملها عن المحور. نسمّي هذا الأثر عزم لّق بـشدّتها وبـ الاستنتاج : الأثر الدوراني لقوة على جسم قابل للدوران يتع

القوة.

2.2 العبارة

Δ

F

A
d

حامل القوة

ذراع القوة d : البعد العمودي بين المحور وحامل القوة

)Δ( عزم قوة بالنسبة لمحور

ثّر في مستوٍ عمودي على المحور (Δ). عزمها بالنسبة للمحور هو : قوة  تؤ

ℳΔ( ) = ± F · d

)ℳΔ : عزم القوة، وحدته النيوتن·متر (N·m) )وليست الجول(. ) ◆

.(N) شدّة القوة بالنيوتن : F ◆

.(m) ذراع القوة، وهو البعد العمودي بين المحور وحامل القوة، بالمتر : d ◆

الإشارة : نختار منحى موجبا للدوران. عزم القوة موجب إذا كانت القوة تدير الجسم في المنحى الموجب، وسالب إذا ◆

أدارته في المنحى المعاكس.

يه فإنّ d = 0 وعزمها معدوم. إذا كان حامل القوة يقطع المحور أو يواز ◆

.d = ℓ · sin α ّفإن )ℓ مع المستقيم الذي يصل نقطة تطبيقها بالمحور )طوله α ية إذا صنعت القوة زاو ◆

F

F

F
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Δ

+
F1F2

ℳ(F₁) > 0ℳ(F₂) < 0

F في المنحى المعاكس
2
F تدير الجسم في المنحى الموجب، والقوة 

1
القوة 

ة قوى عزم عدّ

يا( هو : إذا خضع الجسم لعدّة قوى فإنّ مجموع عزومها )جبر

ΣℳΔ( ) = ℳΔ( ) + ℳΔ( ) + … + ℳΔ( )

تطبيق 02

ثّر عليه يد بقوة شدّتها F = 80 N عند طرفه. أحسب عزم القوة بالنسبة لمحور مفتاح ربط طوله ℓ = 25 cm تؤ

ية 60°. مّ القوة مائلة عنه بالزاو البرغي في حالتين : القوة عمودية على المفتاح، ث

d = ℓ : القوة عمودية

ℳ = F · ℓ = 80 × 0,25 = 20 N·m

ية 60° : القوة مائلة بالزاو

d = ℓ · sin 60° = 0,25 × 0,866 ≈ 0,217 m ⇒  ℳ = F · d = 80 × 0,217 ≈ 17,3 N·m

2.3 المزدوجة

تعريف

يان وغير منطبقين المزدوجة جملة قوتين  و متساويتين في الشدّة، متعاكستين في الجهة، حاملاهما متواز

)مجموعهما الشعاعي معدوم(. مثال : يدا شخص تديران مقودا.

F F1 F2 Fn

F1F2
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Δ

+ F1

F2

d = 2R

ران على عجلة مزدوجة قوتين مماسيتين تؤثّ

لكلّ من القوتين نفس إشارة العزم، فعزم المزدوجة هو مجموع عزميهما :

عزم مزدوجة

ℳΔ = F · R + F · R = F · d

.)d = 2R ذراع المزدوجة : المسافة بين حاملي القوتين )في الشكل dشدّة كلّ قوة، و F

لّق بموضع المحور في المستوي : تدير المزدوجة الجسم بنفس العزم مهما كان موضع المحور العمودي عزم المزدوجة لا يتع ◆

على مستويها.

حدث دورانا فقط. رّك المزدوجة مركز عطالة الجسم : تُ لأنّ مجموع القوتين معدوم، لا تح ◆

3. عزم عطالة جسم صلب

3.1 ملاحظة

مّ عجلة شاحنة : يصعب تدوير الثانية وإيقافها. تقاوم الأجسام تغيير حركتها الدورانية بمقدار رّك بدفعة واحدة عجلة دراجة، ث نح

لّما ابتعدت الكتلة عن المحور ازدادت هذه المقاومة. نقيس هذه الخاصية يع هذه الكتلة حول المحور : فك لّق بـ كتلتها وبـتوز يتع

.JΔ بـعزم العطالة

مركز العطالة G لجسم صلب هو النقطة الوحيدة التي لها حركة مستقيمة منتظمة عندما تكون الجملة معزولة. وفي الأجسام

المتجانسة ينطبق على مركز التناظر )مركز القرص، منتصف الساق...(.
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3.2 جسم نقطي وجملة نقاط

Δ

R m

Δ
R₁ m₁

R₂m₂

R₃ m₃

يسار : نقطة مادية. يمين : جملة نقاط مادية على أبعاد مختلفة عن المحور

عزم العطالة

: (Δ) من المحور R على بعد m عزم عطالة نقطة مادية كتلتها

JΔ = m · R2

وعزم عطالة جملة نقاط مادية هو مجموع عزوم عطالة نقاطها بالنسبة لنفس المحور :

JΔ = Σ mi · Ri
2 = m1R1

2 + m2R2
2 + …

الوحدة : m .kg·m2 بالكيلوغرام، R بالمتر.

وبالتالي فإنّ عزم عطالة جملة مكوّنة من عدّة أجسام صلبة بالنسبة لمحور واحد هو مجموع عزوم عطالة أجزائها.
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3.3 عزم عطالة أجسام متجانسة معروفة

كرة مصمتةقرصحلقة

Δ

R

Δ

R

Δ

R

JΔ = m R2JΔ = ½ m R2JΔ = ⅖ m R2

فةأسطوانة مصمتةساق متجانسة أسطوانة مجوّ

Δ

L

Δ
R

Δ
R

JΔ = (1/12) m L2JΔ = ½ m R2JΔ = m R2

،R رّ بمركز عطالة الجسم : عمودي على الحلقة والقرص، شاقولي في الساق )عمودي عليها(، ومحور تناظر الأسطوانة. نصف القطر المحور (Δ) يم

.L والطول

3.4 مبرهنة هويغنز

ΔG Δ′

G

d

d يبعد عنه بالمسافة (Δ′)و G يمرّ بمركز العطالة (Δ
G
محوران متوازيان : (
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مبرهنة هويغنز

يوازي المحور (ΔG) المارّ بمركز العطالة ويبعد عنه رّ بمركز عطالته و عزم عطالة جسم كتلته m بالنسبة لمحور (′Δ) لا يم

بالمسافة d هو :

JΔ′ = JΔ
G

 + m · d2

انتبه : خطأ شائع

رّ بمركز العطالة G. وعزم العطالة بالنسبة لمحور آخر اّ انطلاقا من عزم العطالة بالنسبة لمحور يم يغنز إل بَّق مبرهنة هو تُط لا 

.JΔ
G
دائما أكبر من 

تطبيق 03

رّ بأحد ساق متجانسة طولها L = 0,5 m وكتلتها m = 0,4 kg. أحسب عزم عطالتها بالنسبة لمحور عمودي عليها يم

طرفيها.

JΔ ؛ المحور يبعد عن G بالمسافة
G

 = (1/12) m L2 = (1/12) × 0,4 × 0,25 ≈ 8,33×10−3 kg·m2

: d = L/2 = 0,25 m

JΔ = JΔ
G

 + m d2 = 8,33×10−3 + 0,4 × 0,252 ≈ 3,33×10−2 kg·m2

وهي النتيجة JΔ = (1/3) m L2 للساق التي تدور حول طرفها.

4. توازن جسم صلب قابل للدوران حول محور ثابت

شرطا توازن جسم صلب خاضع لقوى خارجية

.Σ ext =  : الشرط الأول )انسحابي( : المجموع الشعاعي للقوى الخارجية معدوم ◆

الشرط الثاني )دوراني( : المجموع الجبري لعزوم القوى الخارجية بالنسبة لأيّ محور معدوم : ◆

.ΣℳΔ( ext) = 0

F 0

F
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عندما يكون الجسم قابلا للدوران حول محور ثابت، فإنّ ردّ فعل المحور  مجهول في الاتجاه والشدّة، لكنّ عزمه بالنسبة

بّق مّ نط بّق الشرط الثاني أوّلا فنحصل مباشرة على شدّة قوة مجهولة، ث للمحور معدوم لأنّ حامله يقطع المحور. لذلك نط

. الشرط الأول لإيجاد 

توجيه منهجي

تّرات، ردّ فعل المحور(. )2( اختر المحور واتجاها موجبا. ثّل كلّ القوى )الثقل في مركز العطالة، التو منهجية : )1( م

. )3( اكتب Σℳ = 0 )ردّ فعل المحور لا يظهر(. )4( اسقط الشرط ΣF = 0 على محورين لإيجاد مركبتي 

تطبيق 04

حفظ رّ بالطرف A، تُ عارضة متجانسة AB طولها L = 2 m وكتلتها m = 10 kg قابلة للدوران حول محور أفقي يم

لّق في النقطة C حيث AC = 1,5 m جسما كتلته m′ = 4 kg. نأخذ أفقية بواسطة خيط شاقولي مشدود في B. نع

.R وردّ فعل المحور T تّر الخيط g = 10 N/kg. أحسب تو

الشرط الثاني بالنسبة للمحور المارّ بـA )ثقل العارضة في منتصفها، وردّ فعل المحور عزمه معدوم( :

T · L − m g · (L/2) − m′ g · AC = 0 ⇒  T = (100 × 1 + 40 × 1,5) / 2 = 80 N

الشرط الأول على المحور الشاقولي :

R + T = m g + m′ g ⇒  R = 140 − 80 = 60 N

R

R

R
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5. عمل قوة )أو مزدوجة( في الحركة الدورانية — الاستطاعة

5.1 عمل قوة مماسية

Δ

θ

R

s

A

B

F

s على القوس B إلى A ك نقطة تطبيقها من قوة مماسية ثابتة على عجلة : تتحرّ

ية θ. نقطة تطبيق القوة تقطع القوس ثّر قوة  ثابتة الشدّة، مماسية للعجلة )نصف قطرها R(، فتمسح العجلة الزاو تؤ

s = R · θ في اتجاه القوة، فعمل القوة :

W(F) = F · s = F · R · θ = ℳΔ(F) · θ

عمل قوة عزمها ثابت

W( ) = ℳΔ( ) · Δθ

)ℳΔ بـN·m ؛ Δθ بالراديان. W بالجول (J) ؛ ( ◆

.W = ℳ · Δθ : ℳ عمل مزدوجة عزمها ◆

رّك )موجب( إذا كان العزم في منحى الدوران، ومقاوم )سالب( إذا كان في المنحى المعاكس العمل مح ◆

)كعزم الاحتكاك(.

رّ بمركز عطالته( عملها معدوم. القوى التي عزمها معدوم )ردّ فعل المحور، ثقل جسم يدور حول محور يم ◆

.Δθ = 2π N دورة تعني N : يل تحو ◆

F

F F

F
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5.2 الاستطاعة

استطاعة قوة )أو مزدوجة( تدير جسما صلبا

P = 
W

Δt
 = ℳ · 

Δθ
Δt

 = ℳ · ω

.rad/sبـ ω ،N·mبـ ℳ ،(W) بالواط P

تطبيق 05

بّق على محوره مزدوجة عزمها ℳ = 12 N·m، فيدور بتواتر n = 1500 tr/min. أحسب استطاعته، رّك يط مح

.10 s وعمله خلال

ω = 2π × 1500 / 60 ≈ 157 rad/s ⇒  P = ℳ · ω = 12 × 157 ≈ 1,88×103 W

W = P · Δt = 1,88×103 × 10 ≈ 1,88×104 J

✓ .W = ℳ·Δθ = 12 × 1570 ≈ 1,88×104 Jو Δθ = ω·Δt = 1570 rad : تحقّق

6. الطاقة الحركية الدورانية

ية ω. نقسّمه إلى نقاط مادية صغيرة كتلتها mi على أبعاد Ri من المحور، سرعة جسم صلب يدور حول محور ثابت بسرعة زاو

كلّ منها vi = Ri·ω. طاقته الحركية مجموع الطاقات الحركية لنقاطه :

Ec = Σ ½ mi vi
2 = ½ ( Σ mi Ri

2 ) ω2

الطاقة الحركية الدورانية

Ec = ½ · JΔ · ω2

.rad/sبـ ω ،kg·m2بـ JΔ ،(J) بالجول Ec

ية تضاعفت الطاقة الحركية أربع مرّات. إذا تضاعفت السرعة الزاو ◆
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✓ .Ec = ½ m v2 فنجد من جديد v = Rωو J = mR2 لنقطة مادية ◆

.Ec = ½ m vG
2 + ½ JΔ

G
 ω2 : )لجسم صلب في حركة انسحابية ودورانية معا )كأسطوانة تتدحرج ◆

تطبيق 06

دولاب عطالة عزم عطالته JΔ = 0,5 kg·m2 يدور بتواتر tr/min 600. ما طاقته الحركية ؟

ω = 2π × 600 / 60 ≈ 62,8 rad/s ⇒  Ec = ½ × 0,5 × 62,82 ≈ 9,9×102 J

7. العمل والطاقة الحركية : مبدأ انحفاظ الطاقة

معادلة انحفاظ الطاقة )جملة صلبة تدور(

بّقة عليه بين هاتين يّر الطاقة الحركية لجسم صلب بين لحظتين يساوي المجموع الجبري لأعمال القوى الخارجية المط تغ

اللحظتين :

Ec1 + ΣW = Ec2 ⇔ ½ JΔ ω2
2 − ½ JΔ ω1

2 = Σ ℳ · Δθ

ية. ΣW > 0 : الجسم يكتسب طاقة، فتزداد سرعته الزاو ◆

ية. ΣW < 0 : الجسم يفقد طاقة، فتتناقص سرعته الزاو ◆

ية ثابتة. ΣW = 0 : السرعة الزاو ◆

رّكة بأسهم داخلة من اليسار، والأعمال المقاومة بأسهم ية : نرسم الجملة في فقاعة وفيها عمود Ec؛ الأعمال المح الحصيلة الطاقو

خارجة نحو اليمين.

الجملة )دولاب(

E
c1

E
c2

W(ℳ) |W(ℳf)|

كة وعزم احتكاك مثال : دولاب يدور تحت تأثير مزدوجة محرّ
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توجيه منهجي

لّقة( والموضعين الابتدائي والنهائي. )2( منهجية : )1( حدّد الجملة )جسم صلب يدور، أو جسم صلب + أجسام مع

W = ±mgh ،للدوران W = ℳ·Δθ : ثّل القوى وحدّد عزمها )أو انتقالها(. )3( احسب عمل كلّ قوة بإشارته م

مّ عوّض بالأرقام مع ية واكتب Ec1 + ΣW = Ec2. )5( استخرج المجهول حرفيا ث ثّل الحصيلة الطاقو للثقل. )4( م

الوحدات.

مثال محلول 07 : جسم يدور فقط

رّك ثابت ℳ = 5 N·m فتنجز 8 أسطوانة عزم عطالتها JΔ = 0,2 kg·m2 تنطلق من السكون تحت تأثير عزم مح

ية النهائية. دورات، مع عزم احتكاك ثابت ℳf = 1 N·m. أحسب سرعتها الزاو

ية الممسوحة : Δθ = 2π × 8 = 16π ≈ 50,3 rad. ردّ فعل المحور وثقل الأسطوانة الجملة : الأسطوانة. الزاو

رّ بمركز عطالتها( عملهما معدوم. )محورها يم

Ec1 + W(ℳ) + W(ℳf) = Ec2 ⇒  0 + (5 − 1) × 50,3 = ½ × 0,2 × ω2

ω = √2 × 201 / 0,2 = √2,01×103  ≈ 44,8 rad/s

.n = 60 ω / 2π ≈ 428 tr/min أي تواتر
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ق مثال محلول 08 : بكرة وجسم معلّ

بكرة عزم عطالتها JΔ = 10−2 kg·m2 ونصف قطرها r = 0,1 m، يلتفّ على محيطها خيط لا يمتدّ ولا ينزلق، يحمل

ية بعد نزوله يُترك دون سرعة ابتدائية. أحسب سرعة الجسم وسرعة البكرة الزاو  m = 0,5 kg جسما كتلته

.)g = 10 N/kg ،نهمل الاحتكاك( h = 1,2 m

Δ

m

h
v

الجملة )بكرة + جسم( : الجسم في حركة انسحابية والبكرة في حركة دورانية

الخيط لا ينزلق : v = r·ω. طاقة الجملة الحركية :

Ec = ½ m v2 + ½ JΔ ω2 = ½ ( m + JΔ/r2 ) v2

القوى الخارجية : ثقل الجسم (W = mgh)، وثقل البكرة وردّ فعل المحور )عملهما معدوم(. عمل قوتي الخيط على

الجسم وعلى البكرة يلغي بعضهما )الخيط غير ممتدّ ولا ينزلق(.

½ ( m + JΔ/r2 ) v2 = m g h ⇒  v = √2 m g h / ( m + JΔ/r2 )

JΔ/r2 = 10−2 / 10−2 = 1 kg ⇒  v = √2 × 0,5 × 10 × 1,2 / 1,5 = √8 ≈ 2,8 m/s

ω = v / r = 2,83 / 0,1 ≈ 28 rad/s
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انتبه : خطأ شائع

( rad/s إلى tr/min يل استعمال الدرجات بدل الراديان في S = Rθ وW = ℳΔθ، أو نسيان تحو ◆

.)ω = 2πn/60

نّه المسافة إلى نقطة التطبيق، وهو في الحقيقة البعد العمودي إلى حامل القوة. أخذ d )ذراع القوة( على أ ◆

كتابة وحدة عزم القوة بالجول، أو الخلط بين ℳ )عزم( وm )كتلة(. ◆

رّ بمركز العطالة. يغنز انطلاقا من محور لا يم تطبيق مبرهنة هو ◆

لّق(. نسيان الحدّ الانسحابي mv2½ في طاقة جملة )بكرة + جسم مع ◆
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السنة الثانية ثانويالوحدة 03 : العمل والطاقة الحركية في الحركة الدورانية

الجزء الثاني

ص الدرس ملخّ
 ما يجب حفظه في ثلاث صفحات

كلّ

ملاحظاتالعلاقةالمفهوم

θ بالراديان ؛ دورة : S = R · θθ = 2πالفاصلة المنحنية

ية rad/s ؛ n بـ ω = Δθ / Δttr/min ؛ ω = 2π n / 60السرعة الزاو

ω واحدة لكلّ نقاط الجسمv = R · ωالسرعة الخطية

)ℳΔعزم قوة ) = ± F · d
d : ذراع القوة )البعد العمودي(

N·m ؛

d : المسافة بين الحاملينℳ = F · dعزم مزدوجة

JΔ = Σ mعزم العطالة
i
 R

i

2mR2 : ؛ جسم نقطي kg·m2

يغنز JΔ′ = JΔمبرهنة هو
G

 + m d2فقط G رّ بـ من محور يم

Σ و ΣℳΔ = 0شرطا التوازن  = 
Σℳ = 0 أوّلا )ردّ فعل المحور

غائب(

Δθ بالراديان ؛ W = ℳ · ΔθJعمل قوة / مزدوجة

بالواط P = W / Δt = ℳ · ωWالاستطاعة

Eالطاقة الحركية الدورانية
c
 = ½ JΔ ω2

انسحاب + دوران :

½mv2 + ½Jω2

Eانحفاظ الطاقة
c1

 + ΣW = E
c2

ΔE
c
 = ΣW

F

F 0

19الأستاذ تبيب حكيم — الوحدة 03 : العمل والطاقة الحركية الدورانية



عزم العطالة لأجسام متجانسة )المحور يمرّ بمركز العطالة(

كرة مصمتةقرصحلقة

Δ

R

Δ

R

Δ

R

m R2½ m R2⅖ m R2

فةأسطوانة مصمتةساق متجانسة أسطوانة مجوّ

Δ

L

Δ
R

Δ
R

(1/12) m L2½ m R2m R2

الانسحاب والدوران : مقارنة

حركة دورانيةحركة انسحابية

يةx : الفاصلة θ : الفاصلة الزاو

يةv : السرعة ω : السرعة الزاو

JΔ : عزم العطالةm : الكتلة

ℳ : عزم القوةF : القوة

W = F · d · cos αW = ℳ · Δθ

P = F · v · cos αP = ℳ · ω

E
c
 = ½ m v2E

c
 = ½ JΔ ω2
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إشارة عزم القوة وحالات خاصة

اختر منحى موجبا للدوران : القوة التي تدير الجسم في هذا المنحى لها عزم موجب )F·d+(، وفي المنحى المعاكس ◆

.)−F·d( عزم سالب

رّ بمركز عطالته(. يه ⇒ ℳ = 0 )ردّ فعل المحور، ثقل جسم محوره يم حامل القوة يقطع المحور أو يواز ◆

.d = ℓ · sin α : )ℓ مع المستقيم الواصل بين المحور ونقطة التطبيق )الطول α ية قوة تصنع الزاو ◆

رّك إذا كان العزم في منحى الدوران، مقاوم في المنحى المعاكس. العمل W = ℳ·Δθ : مح ◆

الحصيلة الطاقوية لجملة تدور

ية، ونازل إذا نقصت. عمود Ec داخل الجملة : سهم صاعد إذا زادت السرعة الزاو ◆

رّك، وسهم خارج نحو اليمين لكلّ عمل مقاوم. القوى ذات العمل المعدوم لا سهم داخل من اليسار لكلّ عمل مح ◆

تُرسم.

ية ثابتة. ΣW > 0 : تسارع دوراني ؛ ΣW < 0 : تباطؤ ؛ ΣW = 0 : سرعة زاو ◆

ستعمل كثيرا علاقات تُ

ω2
2 = ω1

2 + 
2 · ΣW

JΔ

.½ J ω0
2 = ℳf · 2πN : دورة N بعد ℳf قّف بفعل عزم احتكاك ثابت جسم صلب يتو ◆

.ω = v/rو v = √2mgh / (m + JΔ/r2) لّق )m( يهبط h من السكون :  بكرة )JΔ, r( وجسم مع ◆

.d = r · Δθ ؛ المسافة التي يقطعها الجسم v = r · ω : ّالخيط لا ينزلق ولا يمتد ◆

.1 cm = 10−2 m 1 ؛ g = 10−3 kg 180 ؛° = π rad 1 ؛ tr = 2π rad : يل تحو ◆

انتبه : خطأ شائع

.W = ℳΔθ أو S = Rθ أو الدرجات إلى الراديان قبل تطبيق rad/s إلى tr/min يل عدم تحو ◆

أخذ ذراع القوة المسافة إلى نقطة التطبيق بدل البعد العمودي إلى حامل القوة. ◆

.d2 رّ بمركز العطالة، أو نسيان تربيع المسافة يغنز من محور لا يم تطبيق هو ◆

كتابة وحدة العزم بالجول، أو نسيان إشارة عزم الاحتكاك )عمل مقاوم(. ◆

ية. الخلط بين ℳ )عزم القوة( وm )الكتلة(، وبين v السرعة الخطية وω السرعة الزاو ◆

21الأستاذ تبيب حكيم — الوحدة 03 : العمل والطاقة الحركية الدورانية



السنة الثانية ثانويالوحدة 03 : العمل والطاقة الحركية في الحركة الدورانية

الجزء الثالث

سلسلة التمارين
بة من الأسهل إلى الأصعب أربعة وعشرون تمرينا مرتّ

الحركة الدورانية، عزم قوة، عزم العطالة تمارين تطبيقية مباشرة المستوى 1

ارة التمرين 1 : حصانان على لعبة دوّ

O يبعدان عن مركز الدوران Bو A في لعبة أطفال دوّارة يوجد حصانان

n = 15 tr/min 2 على الترتيب. تدور اللعبة بتواتر m6 و m بالمسافتين

.

O

A

B

OA = 6 m

OB = 2 m

ω

لّعبة.1.  ية ω ل أحسب السرعة الزاو

أحسب السرعة الخطية لكلّ من الحصانين.2. 

يقطع الحصان A مسافة m 12 على مساره. ما المسافة التي يقطعها الحصان B خلال نفس المدّة ؟3. 

مّ مدّة الحركة.4.  ية θ الممسوحة خلال هذه المدّة )بالراديان ثم بالدرجات(، ث أحسب الزاو
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التمرين 2 : قرص يدور حول محوره

قرص متجانس كتلته m = 2 kg ونصف قطره R = 0,2 m يدور حول محور

رّ بمركزه، بتواتر n = 300 tr/min. عزم عطالته ثابت (Δ) عمودي عليه ويم

.JΔ = ½ m R2 هو (Δ)بالنسبة لـ
Δ R

ω

 .1.JΔ أحسب عزم عطالة القرص

 .2.rad/s مّ أحسب قيمتها بـ تُعطى بالعلاقة ω = 2πn / 60 )حيث n بـ tr/min(، ث ية  يّن أنّ السرعة الزاو ب

أحسب الطاقة الحركية الدورانية للقرص.3. 

التمرين 3 : فتح باب

ثّر على مقبضه، رّ بمفصلاته )الشكل : منظر من الأعلى(. نؤ باب عرضه L = 0,9 m يدور حول محور شاقولي ثابت (Δ) يم

الذي يبعد عن المحور بالمسافة d = 0,8 m، بقوة  شدّتها F = 20 N تقع في المستوي الأفقي.

Δ

F

α

d = 0,8 m

L = 0,9 m

)ℳΔ عندما تكون  عمودية على مستوي الباب.1.  أحسب عزم القوة (

 .2.ℳΔ(F) = F · d · sin α ّمع مستوي الباب )الشكل(، علما أن α = 60° ية أحسب عزمها عندما تصنع  الزاو

لّل.3.  ية α التي يكون من أجلها العزم أعظميا ؟ ع ما قيمة الزاو

بّق القوة  عموديا على الباب لنحصل على نفس عزم السؤال 2 ؟4.  على أيّ مسافة ′d من المحور يجب أن نط

F

FF

F

F
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التمرين 4 : بكرة تحت تأثير مزدوجة

بكرة نصف قطرها r = 0,2 m تدور تحت تأثير مزدوجة عزمها

.n = 180 tr/min بتواتر ℳ = 150 N·m

Δ

+ F1

F2

d = 2r

أحسب عمل المزدوجة عندما تنجز البكرة 120 دورة.1. 

أحسب استطاعة المزدوجة.2. 

ثّران مماسيا على البكرة. أحسب شدّة كلّ منهما.3.  تتكوّن المزدوجة من قوتين  و متساويتين في الشدّة تؤ

التمرين 5 : ساق متجانسة

G رّ بمركز عطالتها ساق متجانسة طولها L = 0,6 m وكتلتها m = 0,3 kg. عزم عطالتها بالنسبة لمحور (ΔG) عمودي عليها ويم

.A رّ بالطرف JΔ. نريد حساب عزم عطالتها بالنسبة لمحور (Δ) موازٍ لـ(ΔG) ويم
G

 = (1/12) m L2 هو

ΔGΔ

A BG

L

m′

 .1.JΔ
G

أحسب 

يغنز.2.  أكتب نصّ مبرهنة هو

ها تساوي m L2 (1/3). أحسب قيمتها.3.  يّن أنّ باستعمال المبرهنة، أوجد عبارة JΔ بدلالة m وL، وب

يّة( بالنسبة4.   يّة صغيرة نعتبرها نقطية كتلتها m′ = 0,1 kg. أحسب عزم عطالة الجملة )ساق + كر  بّت في الطرف B كر نث

.(Δ)لـ

F1F2
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بة التمرين 6 : جملة مركّ

تتكوّن جملة ميكانيكية من بكرة كتلتها M = 100 g موزّعة بانتظام على محيطها ونصف قطرها R = 20 cm، تخترق مركزها

O ساق AB مهملة الكتلة طولها L = 80 cm )مثبتة من منتصفها O(، وتحمل عند طرفيها كتلتين نقطيتين متماثلتين S كتلة

.m = 50 g كلّ منهما

Δ

A

S

B

S

R

O

L = 80 cm

 .1.O رّ بمركزها أحسب عزم عطالة الجملة بالنسبة لمحور أفقي (Δ) عمودي على مستوي البكرة ويم

لّل.2.  لّي ؟ ع أيّ الجزأين )البكرة أم الكتلتان( يساهم أكثر في عزم العطالة الك

التمرين 7 : قضيب خاضع لقوى

رّ قضيب متجانس AB طوله m 1 وثقله P = 10 N، قابل للدوران حول محور أفقي (Δ) عمودي على مستوي الشكل يم

بّق عليه قوتين بالنقطة O حيث OA = 30 cm وG( OG = 20 cm مركز عطالته(. يوجد القضيب في وضع أفقي، ونط

B و في ،α = 60° ية هة نحو الأسفل وتصنع مع القضيب الزاو تقعان في المستوي الشاقولي :  في A شدّتها N 2 موجّ

شدّتها N 1,5 عمودية على القضيب ونحو الأعلى. نعتبر المنحى الموجب عكس دوران عقارب الساعة.

Δ

F1

α

F2

P

A B

GO

OG = 20 cm

AB = 1 m

 .1.(Δ)بالنسبة لـ )  ،  ، أحسب عزم كلّ قوة )

ثّرة على القضيب.2.  أحسب مجموع عزوم القوى المؤ

يّن منحى دوران القضيب.3.  ع

F1F2

F1F2P
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التمرين 8 : صفيحة خاضعة لأربع قوى

رّ رّية حول محور أفقي (Δ) عمودي على مستويها يم صفيحة متجانسة مستطيلة AB = 2AD = 80 cm( ABCD( تدور بح

بَّق عليها في النقاط A وB وD وH )حيث CH = 20 cm( القوى  و و و تُط بمركزها O، وهي في وضع شاقولي. 

F1 = 4 N .)F2 ⊥ F3( يّنة في الشكل :  و شاقوليتان نحو الأعلى،  شاقولية نحو الأسفل، و أفقية نحو اليسار المب

؛ F2 = 3 N ؛ F3 = 5 N ؛ F4 = 3 N. المنحى الموجب : عكس دوران عقارب الساعة.

Δ

O

A B

CD H

F1
F2

F3

F4

AB = 80 cm

AD = 40 cm

CH

 .1.(Δ)أحسب عزم كلّ قوة بالنسبة لـ

في أيّ جهة تدور الصفيحة ؟2. 

بّق في النقطة C قوة  شاقولية لتتوازن الصفيحة. أحسب شدّتها وحدّد جهتها.3.  نط

تمارين تثبيتالتوازن، عمل المزدوجة، نظرية الطاقة الحركية المستوى 2

تة بخيط التمرين 9 : ساق مثبّ

حفظ في رّ بالنقطة A. تُ ساق متجانسة AB طولها L = 1 m وكتلتها m = 2 kg، قابلة للدوران حول محور أفقي ثابت (Δ) يم

لّق في ية α = 30°. نع بّت في حائط شاقولي )في جهة A( عند C، يصنع مع الساق الزاو وضع أفقي بواسطة خيط BC مث

.g = 10 N/kg نأخذ .M = 1 kg جسما كتلته ،AD = 0,75 m من الساق، حيث D النقطة

F1F2F3F4

F1F2F4F3

F5
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C

M

30°

BDA

AB = L = 1 m

ثّرة على الساق.1.  ثّل على الشكل القوى المؤ م

أكتب شرط توازن الساق )مجموع عزوم القوى بالنسبة لـ(Δ) معدوم(.2. 

 .3.T تّر الخيط استنتج شدّة تو

 .4.R مّ أحسب شدّته أوجد مركبتي ردّ فعل المحور  على الساق )الأفقية Rx والشاقولية Ry(، ث

تّرا أقصاه Tmax = 60 N. ما أكبر كتلة Mmax يمكن تعليقها في D دون أن ينقطع الخيط ؟5.  يتحمّل الخيط تو

التمرين 10 : مسطرة وربيعة

.A رّ بطرفها مسطرة متجانسة AB كتلتها m = 200 g وطولها l = 80 cm، يمكنها الدوران حول محور أفقي ثابت (Δ) يم

A تبعد عن C لّق بخيط في نقطة لّقة في الأعلى. لجعل المسطرة متوازنة أفقيا نع الطرف B مشدود بواسطة ربيعة D مع

.g = 10 N/kg نأخذ .m1 = 160 g كتلة d بالمسافة

D

A

B

m₁

C

d

AB = l = 80 cm

R
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ثّرة على المسطرة في حالة التوازن.1.  ثّل القوى المؤ م

أذكر شرطي توازن جسم صلب قابل للدوران حول محور ثابت.2. 

 .3.d 2. أحسب المسافة N بيعة تشير عند التوازن إلى القيمة الر

 .4.R أحسب شدّة ردّ فعل المحور

التمرين 11 : أسطوانتان ملتحمتان

تتكوّن جملة ميكانيكية من أسطوانتين خفيفتين C1 وC2 ملتحمتين

لهما نفس محور الدوران (Δ)، نصفا قطريهما r1 = 10 cm و

r2 = 20 cm. نلفّ حبلا خفيفا على كلّ أسطوانة، وينتهي

الحبلان بجسمين A وB كتلتاهما m1 وm2 كما في الشكل. الجملة في

.g = 10 N/kg حالة توازن. نأخذ

Δ

B

A

ثّرة على الجسمين A وB، وعلى جملة الأسطوانتين.1.  ثّل القوى المؤ م

بّق شرطي التوازن على الجسمين وعلى الأسطوانتين، واستنتج العلاقة بين m1 وm2 وr1 وr2. أحسب m2 علما أن2ّ.  ط

.m1 = 600 g

أحسب شدّة ردّ فعل المحور على الجملة.3. 

ية ω = 2 rad/s، مع إهمال الاحتكاك. أ( حدّد4.  نُعطي الجملة دفعة خفيفة نحو الأسفل من جهة A فتدور بسرعة زاو

.Bو A والأسطوانتين. ب( أحسب سرعة كلّ من الجسمين Bو A طبيعة حركة كلّ من

التمرين 12 : بكرتان وجسم ثقيل

.(Δ) لهما نفس المحور ،r2 = 10 cm نصف قطرها P2 والثانية r1 = 40 cm نصف قطرها P1 بكرتان ملتحمتان، الأولى

A ثّر على الطرف . يشدّ حبل P2 جسما صلبا S ثقله P = 8000 N، ونؤ يُلفّ على كلّ منهما حبل مهمل الكتلة غير ممتدّ

رّك بسرعة ثابتة vA = 0,4 m/s وفق خطّ مستقيم أفقي للحبل الملفوف على P1 بقوة  شدّتها ثابتة تجعل الطرف A يتح

)الشكل(. نهمل ثقل البكرتين.

F
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Δ
P₁

P₂

A
F

vA

S

ثّرة في جملة البكرتين.1.  ثّل مختلف القوى المؤ م

 .2. أحسب شدّة القوة 

 .3.(P1, P2) ية للجملة أحسب السرعة الزاو

 .4.vSو vA وقارن بين ،S سرعة الجسم vS أحسب

 .5.Δt خلال نفس المدّة S وتلك التي يقطعها الجسم A قارن بين المسافة التي يقطعها الطرف

قارن بين استطاعة القوة  واستطاعة ثقل الجسم S. ماذا تستنتج ؟6. 

التمرين 13 : عجلة تحت تأثير قوة مماسية

عجلة عزم عطالتها JΔ = 0,5 kg·m2 ونصف قطرها r = 0,2 m، قابلة

رّ بمركزها. تنطلق من السكون للدوران حول محور ثابت (Δ) عمودي عليها ويم

تحت تأثير قوة ثابتة  مماسية لمحيطها شدّتها F = 20 N، فتنجز 10 دورات.

نهمل الاحتكاكات.
Δ r

F

 .1.(Δ) بالنسبة للمحور ℳΔ( أحسب عزم القوة (

ية Δθ التي مسحتها العجلة بالراديان.2.  أحسب الزاو

 .3.W(F) = ℳΔ(F) · Δθ ّأحسب عمل القوة  خلال هذه الحركة، علما أن

ية النهائية ωf للعجلة.4.  ية الطاقة الحركية، استنتج السرعة الزاو بتطبيق نظر

F

F

F

F

F
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ف أسطوانة التمرين 14 : توقّ

(Δ) حول محور ثابت JΔ = 0,8 kg·m2 رّك أسطوانة عزم عطالتها يُدير مح

رّك عند لحظة نعتبرها مبدأ ية ω0 = 50 rad/s. نفصل المح فتبلغ سرعتها الزاو

قّف الأسطوانة بعد أن تنجز 20 دورة، بسبب عزم احتكاك ثابت للأزمنة، فتتو

ℳf. الحركة بعد الفصل متباطئة بانتظام.

Δ R

ω

رّك.1.  أحسب الطاقة الحركية الدورانية للأسطوانة لحظة فصل المح

 .2.ℳf ية الطاقة الحركية، أوجد شدّة عزم الاحتكاك بتطبيق نظر

 .3.)ω0/2 طة ية المتوسّ قّف Δt )يمكن استعمال السرعة الزاو أحسب مدّة التو

قّف.4.  طة التي يبدّدها الاحتكاك خلال التو أحسب الاستطاعة المتوسّ

التمرين 15 : قرص وكتلة نقطية

R = 12 cm نصف قطره M = 400 g قرص متجانس كتلته

رّية )دون احتكاك( في مستوٍ شاقولي حول محور بإمكانه الدوران بح

بّت عند نقطة A من محيطه كتلة رّ بمركز عطالته G. نث أفقي (Δ) يم

نُزيح الجملة عن وضع توازنها حتى تصبح G و  .m = 100 g نقطية

A على خطّ أفقي واحد، ونتركها دون سرعة ابتدائية. نأخذ

.g = 10 N/kg

G

Δ
A

mα

R

 .1.(Δ) أحسب عزم عطالة الجملة )قرص + كتلة نقطية( حول

ية α مع الشاقول.2.  أوجد عبارة الطاقة الحركية للجملة عندما يصنع GA الزاو

ية. جـ( أحسب السرعة الخطية للكتلة3.  أ( أحسب الطاقة الحركية للجملة من أجل α = 60°. ب( أحسب السرعة الزاو

النقطية.

ية. جـ(4.  رّ الكتلة النقطية بوضع التوازن (α = 0). ب( أحسب السرعة الزاو أ( أحسب الطاقة الحركية للجملة عندما تم

أحسب السرعة الخطية للكتلة النقطية.
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التمرين 16 : قرص يدور حول نقطة من حافته

،R = 0,1 m ونصف قطره m = 0,5 kg قرص متجانس كتلته

رّ بالنقطة قابل للدوران حول محور أفقي ثابت (Δ) عمودي عليه يم

رّ بمركزه G هو O من حافته. عزم عطالته بالنسبة لمحور يم

يُترك القرص دون سرعة ابتدائية والمستقيم  .JΔ
G

 = ½ m R2

(OG) أفقي )الوضع G1(. نهمل الاحتكاكات ونأخذ

.g = 10 N/kg

O

Δ

G1

G2

R

P

h

مّ أحسب قيمته.1.  يّن أنّ JΔ = (3/2) m R2 ث يغنز، ب بتطبيق مبرهنة هو

 .2.)O شاقوليا تحت( G2 إلى أدنى وضع G1 أحسب عمل ثقل القرص عندما ينتقل مركز عطالته من الوضع

مّ احسب قيمتها.3.  ية ω للقرص في الوضع G2 ث ية الطاقة الحركية، أوجد عبارة السرعة الزاو بتطبيق نظر

استنتج السرعة الخطية vG لمركز العطالة G في هذا الوضع.4. 

بة، بيانات، حركة انسحابية ودورانية معا، مسألة شاملة قجمل مركّ تمارين تعمّ المستوى 3

ق التمرين 17 : بكرة وجسم معلّ

،r = 0,1 m ونصف قطرها JΔ = 2×10−2 kg·m2 بكرة عزم عطالتها

رّ بمركزها. يلتفّ على محيطها قابلة للدوران حول محور أفقي ثابت (Δ) يم

رّ جسما صلبا كتلته خيط غير ممتدّ وكتلته مهملة، يحمل في طرفه الح

يُترك دون سرعة ابتدائية. نهمل الاحتكاكات ونأخذ  m = 1 kg

.g = 10 N/kg

Δ

m

h
v

أكتب عبارة الطاقة الحركية للجملة )بكرة + جسم( بدلالة v وm وJΔ وr، علما أنّ الخيط لا ينزلق على البكرة.1. 

31الأستاذ تبيب حكيم — الوحدة 03 : العمل والطاقة الحركية الدورانية



تُعطى بالعبارة :2.   h يّن أنّ سرعة الجسم بعد نزوله المسافة ية الطاقة الحركية على الجملة، ب بتطبيق نظر

.v = √2 m g h / ( m + JΔ / r2 )

 .3.h = 2 m من أجل v أحسب قيمة

ية ω للبكرة عندئذ.4.  استنتج السرعة الزاو

قارن v بسرعة جسم يسقط سقوطا حرّا من نفس الارتفاع. فسّر الفرق.5. 

ترك من الوضع الأفقي التمرين 18 : ساق تُ

ساق متجانسة OB طولها L = 0,6 m وكتلتها m = 0,3 kg، قابلة

رّ بطرفها O. عزم عطالتها للدوران حول محور أفقي ثابت (Δ) يم

تُترك الساق  .JΔ
G
 = (1/12) m L2 هو G رّ بمركزها بالنسبة لمحور يم

دون سرعة ابتدائية من الوضع الأفقي. نهمل الاحتكاكات ونأخذ

.g = 10 N/kg

β

O BG

B′

B″

L

 .1.(Δ)أحسب عزم عطالة الساق بالنسبة لـ

ية β مع الأفق )أسفله(.2.  أوجد عبارة عمل ثقل الساق عندما تصنع الساق الزاو

لّق بالكتلة m ؟3.  ω = √3 g sin β / L. هل تتع تُعطى بالعبارة  ية  يّن أنّ السرعة الزاو ية الطاقة الحركية، ب بتطبيق نظر

 .4.β = 40° من أجل ω أحسب

ية والسرعة الخطية للطرف B عندما تصبح الساق شاقولية.5.  أحسب السرعة الزاو
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رفاع التمرين 19 : مِ

رّك حمولة كتلتها m = 10 kg بواسطة حبل غير ممتدّ ملفوف على يرفع مح

مِرفاع( نصف قطرها r = 0,2 m وعزم عطالتها أسطوانة )

رّك على الأسطوانة عزما ثابتا بّق المح JΔ = 0,5 kg·m2. يط

ℳ = 25 N·m. تنطلق الجملة من السكون وتصعد الحمولة ارتفاعا

.g = 10 N/kg نهمل الاحتكاكات ونأخذ .h = 2 m

Δ

m

h

ℳ

v

ية Δθ التي تمسحها الأسطوانة خلال هذا الصعود.1.  أحسب الزاو

رّك وعمل ثقل الحمولة.2.  أحسب عمل عزم المح

ية ω في نهاية3.  ية الطاقة الحركية على الجملة )أسطوانة + حمولة(، أحسب سرعة الحمولة v والسرعة الزاو بتطبيق نظر

الصعود.

رّك عند هذه اللحظة.4.  أحسب استطاعة المح

التمرين 20 : بكرة وجسمان

رّ على بكرة عزم عطالتها JΔ = 2,5×10−3 kg·m2 ونصف قطرها تم

S2و S1 خيط لا ينزلق ولا يمتدّ، يحمل في طرفيه الجسمين r = 5 cm

تُترك الجملة دون سرعة  .m2 = 200 gو m1 = 300 g كتلتاهما

ابتدائية، فينزل S1 ارتفاعا h = 0,75 m. نهمل الاحتكاكات ونأخذ

.g = 10 N/kg

Δ

m₁ m₂
h

h

 .1.v أكتب عبارة الطاقة الحركية للجملة )بكرة + جسمان( بدلالة سرعة الجسمين

 .2.h ثّرة على الجملة خلال الانتقال أحسب مجموع أعمال القوى الخارجية المؤ

ية ω للبكرة.3.  مّ السرعة الزاو أوجد v ث
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يّرة بانتظام : أحسب تسارع الجسمين ومدّة الانتقال.4.  الحركة متغ

أحسب v لو أهملنا عزم عطالة البكرة. قارن.5. 

ف التمرين 21 : دولاب يتوقّ

يدور دولاب عزم عطالته JΔ = 0,1 kg·m2 حول محور ثابت.

قّف بفعل رّك، فيتباطأ ويتو عند لحظة نعتبرها المبدأ نفصل عنه المح

ية بّع السرعة الزاو يّرات مر ثّل البيان تغ عزم احتكاك ثابت ℳf. يم

ية θ الممسوحة بعد الفصل. ω2 بدلالة الفاصلة الزاو

10 20 30 40

200

400

600

800

0

θ (rad)

ω² (rad/s)²

قّف.1.  لّية الممسوحة حتى التو ية الك ية ω0 عند الفصل والزاو بالاعتماد على البيان، حدّد السرعة الزاو

 .2.ω2 = ω0
2 − (2ℳf / JΔ) · θ ّيّن أن ية الطاقة الحركية، ب بتطبيق نظر

 .3.ℳf استنتج من البيان قيمة عزم الاحتكاك

قّف، والطاقة الحركية الابتدائية.4.  أحسب عدد الدورات التي ينجزها الدولاب قبل أن يتو

التمرين 22 : كرة على مستوٍ مائل

كرة مصمتة متجانسة كتلتها m = 0,2 kg ونصف قطرها R = 2 cm، عزم عطالتها بالنسبة لأحد أقطارها

تُترك دون سرعة ابتدائية من الموضع A الواقع على ارتفاع h = 0,7 m فوق B على مستوٍ مائل،  .J = (2/5) m R2

.g = 10 N/kg سرعة مركزها(. نأخذ v( v = R·ω مّا يعني فتتدحرج دون انزلاق م

A

B

h

α

 .1.Ec = (7/10) m v2 تُكتب يّن أنّ الطاقة الحركية للكرة )انسحاب + دوران(  ب
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ثّرة على الكرة وأعمالها )قوة الاحتكاك السكوني عملها معدوم لأنّ نقطة التماس لا تنزلق(.2.  حدّد القوى المؤ

 .3.ω ية مّ أحسبها، والسرعة الزاو أوجد عبارة سرعة الكرة عند B ث

لّية ؟4.  ة الدوران من الطاقة الحركية الك قارن مع سرعة كتلة تنزلق دون احتكاك من نفس الارتفاع. ما حصّ

التمرين 23 : مسألة شاملة : ساق، نابض وكرة

رّ ساق متجانسة OG كتلتها M = 2 kg وطولها L = 40 cm، قابلة للدوران دون احتكاك حول محور أفقي ثابت (Δ) يم

.JΔ
G0

 = (1/12) M L2 هو G0 رّ بمركز عطالتها بطرفها O. نعطي : g = 10 N/kg ؛ عزم عطالة الساق بالنسبة لمحور يم

لّة. الأجزاء الثلاثة مستق

الجزء الأول : نربط الطرف G للساق بنابض ثابت مرونته K حامله عمودي على الساق، فيستطيل النابض بمقدار x وتتوازن

ية α = 60° مع الشاقول المارّ بـO )الشكل 1(. الساق عندما تصنع الزاو

O

Δ

α

G

G0

K

الشكل 1

 .1.F تّر النابض بتطبيق شرط التوازن الدوراني على الساق، أوجد شدّة تو

 .2x ومقدار الاستطالة K استنتج ثابت المرونة ،F = K·x ّوأن Epe = ½ K x2 = 0,05 J نة في النابض زَّ علما أنّ الطاقة المخ

.

.(Δ) وتدور حول (α = 60°) تُترك دون سرعة ابتدائية من نفس الوضع الجزء الثاني : ينفلت الساق من النابض ف

ية عند مرورها بالوضع الشاقولي1.  يّن أنّ سرعتها الزاو يغنز وبتطبيق مبدأ انحفاظ الطاقة على الساق، ب باستعمال مبرهنة هو

.ω = √3 g (1 − cos α) / L تُعطى بالعبارة : 

 .2.A حافة الساق( عند مرورها بالنقطة( G مّ السرعة الخطية للنقطة أحسب ω، ث

الجزء الثالث : عند مرور الساق بالوضع الشاقولي يصطدم طرفها G بكرة نقطية كتلتها m = 200 g موضوعة في A على مستوٍ

أفقي خشن AB طوله m 1 يرتفع m 0,30 عن الأرض، فتنطلق الكرة بسرعة vA تساوي سرعة G التي وجدتها في الجزء
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،r = 30 cm نصف قطره BC مّ تتابع حركتها على منحدر دائري أملس الثاني. تصل الكرة إلى B بسرعة vB = 2 m/s، ث

D رّك في الهواء وتسقط على الأرض في مّ تتح ية °60، ث وتغادره في C بسرعة vC = 1 m/s يصنع حاملها مع الأفق الزاو

لّم(. E هي المسقط الشاقولي لـC على الأرض. )الشكل 2 غير مرسوم بس

θ
α

O

A B

C

S

H

vC

60°

E D

ED
AB = 1 m

0,30 m

الشكل 2

 .1.AB المعتبرة ثابتة( على المستوي( f أحسب شدّة قوة الاحتكاك

ية θ التي يصنعها نصف القطر عند C مع الشاقول.2.  ية للكرة بين B وC، وأحسب الزاو أنجز الحصيلة الطاقو

 .3.)Sو C ية الطاقة الحركية بين مّ استنتج ارتفاع الذروة H بالنسبة لـC )بتطبيق نظر أحسب سرعة الكرة عند الذروة S، ث

 .4.ED 0,4. أحسب المدى الأفقي s هي Dو C مدّة الحركة بين

التمرين 24 : كرة تصعد مستوٍ مائل متدحرجة

كرة مصمتة متجانسة كتلتها m = 0,5 kg ونصف قطرها R = 5 cm، عزم عطالتها بالنسبة لأحد أقطارها

ية α = 30° في النقطة B نحو الأعلى بسرعة J = (2/5) m R2. تنطلق من أسفل مستوٍ مائل يصنع مع الأفق الزاو

.Bبالنسبة لـ h الواقعة على ارتفاع A قّف لحظيا في النقطة v0 = 3 m/s، وتتدحرج دون انزلاق )v = R·ω( حتى تتو

.g = 10 N/kg نأخذ
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A

B

h

α

ة الدوران منها ؟1.  ية الابتدائية ω0 والطاقة الحركية الابتدائية للكرة )انسحاب + دوران(. ما حصّ أحسب السرعة الزاو

ية للكرة بين B وA. لماذا لا تنجز قوة الاحتكاك السكوني أيّ عمل ؟2.  أنجز الحصيلة الطاقو

 .3.h مّ الارتفاع أوجد المسافة d = BA التي تقطعها الكرة على المستوي، ث

 .4،J′ = (2/3) m R2 ية رقيقة )كرة مجوّفة( لها نفس الكتلة ونفس نصف القطر وعزم عطالتها نعيد التجربة بقشرة كرو

قّف. ماذا تلاحظ ؟ وبنفس السرعة v0. أحسب المسافة ′d التي تقطعها قبل أن تتو

أحسب المسافة ″d التي يقطعها جسم صلب ينزلق دون احتكاك على نفس المستوي بنفس السرعة v0، وقارن بين5. 

المسافات الثلاث.
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السنة الثانية ثانويالوحدة 03 : العمل والطاقة الحركية في الحركة الدورانية

الجزء الرابع

لة الحلول المفصّ
 مسبوق بتوجيه منهجي، مع التنبيه إلى الأخطاء الشائعة

 حلّ
كلّ

تمارين تطبيقية مباشرة المستوى 1

حلّ التمرين 1

توجيه منهجي

v = R·ω وتختلف سرعاتها الخطية ،ω كلّ نقاط اللعبة لها نفس .ω = 2πn/60 ية حوّل التواتر إلى سرعة زاو

ية. باختلاف البعد عن المحور. وتربط S = R·θ المسافة بالزاو

 .1ω = 2π n / 60 = 2π × 15 / 60 = π/2 ≈ 1,57 rad/s

 .2vA = RA · ω = 6 × 1,57 ≈ 9,42 m/s

vB = RB · ω = 2 × 1,57 ≈ 3,14 m/s

 .3: SB / SA = RB / RA ومنه ،SB = RB·θو SA = RA·θ : θ ية الحصانان يمسحان نفس الزاو

SB = SA × RB / RA = 12 × 2 / 6 = 4 m

 .4θ = SA / RA = 12 / 6 = 2 rad ≈ 115°

.Δt = θ / ω = 2 / 1,57 ≈ 1,27 s : دورة. مدّة الحركة N = θ / 2π = 2 / 6,28 ≈ 0,32 : عدد الدورات

انتبه : خطأ شائع

.180/π يل الراديان إلى الدرجات بالضرب في θ = 2 rad ليست °2 : تحو
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حلّ التمرين 2

توجيه منهجي

مّ حوّل كلّ المعطيات إلى وحدات النظام الدولي )kg, m, rad/s( قبل التعويض. اكتب العلاقة بالرموز أوّلا، ث

 .1JΔ = ½ m R2 = ½ × 2 × 0,22 = 0,04 kg·m2

 .2: 60 s هو عدد الدورات في tr/min والتواتر بـ ،T 2 في المدّةπ ية في دورة واحدة تمسح الزاو

ω = 2π × n / 60

ω = 2π × 300 / 60 = 10π ≈ 31,4 rad/s

 .3Ec = ½ JΔ ω2 = ½ × 0,04 × 31,42 ≈ 19,7 J

حلّ التمرين 3

توجيه منهجي

عزم قوة = F × d حيث d هو البعد العمودي بين المحور وحامل القوة، وليس المسافة إلى نقطة التطبيق. عندما

.d = OH · sin α عن مستوي الباب يصبح α ية تميل القوة بالزاو

 .1⇒ d = 0,8 m : عمودية F

ℳΔ(F) = F · d = 20 × 0,8 = 16 N·m

 .2ℳΔ(F) = F · d · sin 60° = 20 × 0,8 × 0,866 ≈ 13,9 N·m

العزم أعظمي عندما sin α = 1 أي α = 90° : القوة عمودية على الباب، فيكون ذراع القوة أكبر ما يمكن3. 

.(d = OH)
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 .4: ℳ = F · d′ ⇒ القوة عمودية

d′ = ℳ / F = 13,9 / 20 ≈ 0,69 m

d′ = d · sin 60° ✓ )أي m < 0,9 m 0,69 : النقطة موجودة على الباب(.

حلّ التمرين 4

توجيه منهجي

عمل المزدوجة W = ℳ·Δθ )بالراديان(، واستطاعتها P = ℳ·ω. وعزم المزدوجة ℳ = F·d حيث d المسافة

بين حاملي القوتين، أي القطر 2r للقوتين المماسيتين.

 .1Δθ = 2π × 120 = 240π ≈ 754 rad

W = ℳ · Δθ = 150 × 754 ≈ 1,13×105 J

 .2ω = 2π × 180 / 60 = 6π ≈ 18,8 rad/s

P = ℳ · ω = 150 × 18,8 ≈ 2,83×103 W

.✓ W / Δt = 1,13×105 / 40 ≈ 2,83×103 Wو Δt = 120 / 3 = 40 s تحقّق : المدّة

 .3ℳ = F · d = F · 2r ⇒  F = ℳ / 2r = 150 / (2 × 0,2) = 375 N

حلّ التمرين 5

توجيه منهجي

JΔ′ = JΔ حيث d المسافة بين المحورين
G
 + m d2 يغنز بّق هو مّ ط رّ بـ G، ث ابحث أوّلا عن عزم العطالة بالنسبة لمحور يم

يين. وعزم عطالة جملة هو مجموع عزوم عطالة أجزائها. المتواز

 .1JΔ
G

 = (1/12) m L2 = (1/12) × 0,3 × 0,62 = 9,0×10−3 kg·m2
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يوازي المحور (ΔG) المارّ بمركز العطالة2.  رّ بمركز عطالته و يغنز : عزم عطالة جسم صلب بالنسبة لمحور (Δ) لا يم مبرهنة هو

بّع المسافة d بين المحورين. يساوي عزم عطالته بالنسبة لـ(ΔG) مضافا إليه جداء كتلته في مر

 .3: d = AG = L/2 فـ A رّ بالطرف المحور (Δ) يم

JΔ = JΔ
G

 + m (L/2)2 = (1/12) m L2 + (1/4) m L2 = (1/3) m L2

JΔ = (1/3) × 0,3 × 0,62 = 3,6×10−2 kg·m2

 .4.J′ = m′ L2 = 0,1 × 0,36 = 3,6×10−2 kg·m2 : (Δ) من AB = L = 0,6 m يّة النقطية على بعد  الكر

J = JΔ + J′ = 3,6×10−2 + 3,6×10−2 = 7,2×10−2 kg·m2

حلّ التمرين 6

توجيه منهجي

تُعامَل كحلقة عزم عطالة الجملة = مجموع عزوم عطالة أجزائها بالنسبة لنفس المحور. البكرة التي كتلتها موزّعة على محيطها 

: J = M R2. أمّا الكتلتان النقطيتان فكلّ منهما على بعد L/2 من المحور.

 .1JP = M R2 = 0,1 × 0,22 = 4×10−3 kg·m2

JS = 2 × m (L/2)2 = 2 × 0,05 × 0,42 = 1,6×10−2 kg·m2

الساق مهملة الكتلة : عزم عطالتها معدوم.

JΔ = 4×10−3 + 1,6×10−2 = 2,0×10−2 kg·m2

، ومساهمة البكرة % 20 فقط، مع أنّ كتلة البكرة )g 100( تساوي2.  مساهمة الكتلتين 2−10×1,6 أي % 80 من الكلّ

.)20 cm 40 مقابل cm( بّع البعد عن المحور، والكتلتان أبعد لّق بمر كتلة الكتلتين معا : لأنّ العزم يتع
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حلّ التمرين 7

توجيه منهجي

)3( ،d احسب ذراعها )لكلّ قوة : )1( حدّد منحى دورانها حول المحور )لتعرف إشارة العزم(، )2

يا. مّ اجمع جبر رّ بـ G : ذراعه OG. ث ℳ = ±F·d. حامل الثقل شاقولي يم

المنحى الموجب : عكس دوران عقارب الساعة.  تدفع النقطة A )يسار O( نحو الأسفل : دوران في المنحى1. 

: d1 = OA · sin α = 0,3 × 0,866 ≈ 0,26 m الموجب. ذراعها

ℳ(F1) = + F1 d1 = + 2 × 0,26 ≈ + 0,52 N·m

: OB = 0,7 m نحو الأعلى : دوران موجب، ذراعها )O يمين( B عمودية، تدفع 

ℳ(F2) = + F2 · OB = + 1,5 × 0,7 = + 1,05 N·m

: OG = 0,2 m نحو الأسفل : دوران سالب، ذراعه )O يمين( G الثقل  في

ℳ(P) = − P · OG = − 10 × 0,2 = − 2,0 N·m

)ردّ فعل المحور يقطع المحور : عزمه معدوم.(

 .2Σℳ = + 0,52 + 1,05 − 2,0 ≈ − 0,43 N·m

يغلب عزم الثقل.3.  المجموع سالب : يدور القضيب في المنحى السالب، أي في اتجاه دوران عقارب الساعة، و

انتبه : خطأ شائع

.OA·sin α بل OA هو البعد العمودي عن حامل القوة : لـ ليس d الذراع

F1

F2

P

F1

42الأستاذ تبيب حكيم — الوحدة 03 : العمل والطاقة الحركية الدورانية



حلّ التمرين 8

توجيه منهجي

نعتبر المحور في المركز O. لكلّ قوة : الذراع = المسافة العمودية بين O وحامل القوة. القوى الشاقولية : ذراعها المسافة

.20 cm ذراعها المسافة الشاقولية : D القوة الأفقية في .)H20 لـ cm ،Bو A40 لـ cm( الأفقية لنقطة التطبيق

 .1ℳ1 = − 4 × 0,4 = − 1,6 N·m : إلى أعلى( : تدير في عقارب الساعة ،A في( ◆

ℳ2 = + 3 × 0,4 = + 1,2 N·m : إلى أعلى( : عكس عقارب الساعة ،B في( ◆

ℳ3 = − 5 × 0,2 = − 1,0 N·m : أفقية نحو اليسار، تحت المحور( : في عقارب الساعة ،D في( ◆

ℳ4 = − 3 × 0,2 = − 0,6 N·m : في عقارب الساعة : )O إلى أسفل، يمين ،H في( ◆

 .2Σℳ = − 1,6 + 1,2 − 1,0 − 0,6 = − 2,0 N·m

المجموع سالب : تدور الصفيحة في اتجاه دوران عقارب الساعة.

لتتوازن الصفيحة يجب أن يكون Σℳ = 0، أي أن تؤدّي  عزما موجبا C .+ 2,0 N·m )يمين O( على بعد أفقي3. 

m 0,4 من المحور : القوة الشاقولية إلى أعلى :

ℳ(F5) = + F5 × 0,4 = + 2,0 ⇒  F5 = 5 N

Δ

O

A B

CD H

F1
F2

F3

F4

F5

AB = 80 cm

AD = 40 cm

CH

القوة F₅ )بالأخضر( تعاكس الدوران

F1

F2

F3

F4

F5
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تمارين تثبيت المستوى 2

حلّ التمرين 9

توجيه منهجي

T فيختفي ردّ الفعل  )المجهول( من معادلة العزوم، وتجد ،Aاختر المحور المارّ بـ : A ساق قابلة للدوران حول

.Ryو Rx على المحورين لتجد ΣF = 0 مباشرة. بعدها اسقط

تّر الخيط1.  القوى : ثقل الساق  في G )منتصفها( ؛ قوة الخيط  على الساق في D )ثقل الجسم، شدّتها M·g( ؛ تو

.A ؛ ردّ فعل المحور  في )C باتجاه( B في 

C

M

30°

BDA

AB = L = 1 m

P

PM

T

Rx

Ry

رة على الساق )ردّ فعل المحور بمركبتيه( القوى المؤثّ

 .2: AB · sin α = L sin α بّبه  )عكس عقارب الساعة(. ذراع  هو المنحى الموجب : منحى دوران الساق الذي يس

ΣℳΔ = T · L · sin α − P · (L/2) − M g · AD = 0

 .3T = ( m g · L/2 + M g · AD ) / ( L · sin α ) = ( 2×10×0,5 + 1×10×0,75 ) / ( 1 × 0,5 ) = 17,5 / 0,5 =

35 N

R

PPM

TR

TT
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Σ بالإسقاط :4.  الشرط الأول  = 

أفقيا :

Rx − T cos α = 0 ⇒  Rx = 35 × 0,866 ≈ 30,3 N

شاقوليا :

Ry + T sin α − (m + M) g = 0 ⇒  Ry = 30 − 17,5 = 12,5 N

R = √Rx
2 + Ry

2  = √30,32 + 12,52  ≈ 32,8 N

 .5: T = Tmax = 60 N عند الحدّ الأقصى

60 × 1 × 0,5 = 10 + Mmax × 10 × 0,75 ⇒  Mmax = 20 / 7,5 ≈ 2,7 kg

انتبه : خطأ شائع

تُدخل  فيها، ولا تنسَ ثقل الساق نفسها في منتصفها. تُكتب بالنسبة للمحور المارّ بـ A : لا   Σℳ = 0

حلّ التمرين 10

توجيه منهجي

بيعة )ما تشير إليه( عزمه موجب، والثقلان عزومهما سالبة. تّر الر حدّد المحور )المارّ بـA( واكتب Σℳ = 0 : تو

.kg حوّل الكتل إلى

F 0

R
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بيعة  في B ؛ ردّ فعل المحور  في1.  تّر الر القوى : ثقل المسطرة  في منتصفها ؛ قوة الخيط  في C )ثقل m1( ؛ تو

.A

D

A

B

m₁

C

d

AB = l = 80 cm

T

P
P1

R

رة على المسطرة القوى المؤثّ

الشرط الأول : المجموع الشعاعي للقوى معدوم. الشرط الثاني : مجموع عزوم القوى بالنسبة للمحور معدوم.2. 

 .3: P1 = m1 g = 0,16 × 10 = 1,6 Nو P = m g = 0,2 × 10 = 2 N

Σℳ = T · l − P · (l/2) − P1 · d = 0

d = ( T l − P l/2 ) / P1 = ( 2 × 0,8 − 2 × 0,4 ) / 1,6 = 0,8 / 1,6 = 0,5 m

 .4R + T = P + P1 ⇒  R = 2 + 1,6 − 2 = 1,6 N

ردّ الفعل موجّه نحو الأعلى.

حلّ التمرين 11

توجيه منهجي

تّري تّر حبله ⇒ T = m g. أمّا الأسطوانتان فخاضعتان لتو الحبلان شاقوليان : كلّ جسم في توازن تحت ثقله وتو

الحبلين )عزماهما متعاكسان( ولردّ الفعل. إذا كان Σℳ = 0 فالدوران )إن وُجد( منتظم.

PP1TR
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 .1،)C2 ( و )علىC1 تّرا الحبلين  )على . الأسطوانتان : تو . الجسم B :  و تّر الحبل  الجسم A : ثقله  وتو

. ثقل الجملة مهمل )أسطوانتان خفيفتان(، وردّ فعل المحور 

Δ

B

A

P

R T2T1

رة على الجملة )الأسطوانتان( القوى المؤثّ

الجسمان : T1 = m1 g وT2 = m2 g. الأسطوانتان : عزما  و متعاكسان :2. 

Σℳ = T2 r2 − T1 r1 = 0 ⇒  m2 g r2 = m1 g r1 ⇒  m2 = m1 r1 / r2

m2 = 600 × 10 / 20 = 300 g

الشرط الأول على الأسطوانتين :3. 

R = T1 + T2 = (m1 + m2) g = 0,9 × 10 = 9 N

 .4Bو Aثابتة : الأسطوانتان في دوران منتظم، و ω ⇒ ية، ومجموع العزوم يبقى معدوما تُكسب الجملة سرعة زاو أ( الدفعة 

في حركة مستقيمة منتظمة )انسحابية، شاقولية( : أحدهما ينزل والآخر يصعد.

ب(

vA = ω r1 = 2 × 0,1 = 0,2 m/s

vB = ω r2 = 2 × 0,2 = 0,4 m/s

PAT1′PBT2′T1T2

R

T1T2
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حلّ التمرين 12

توجيه منهجي

تّر حبله يساوي ثقله. والخيط غير ممتدّ ولا رّك بسرعة ثابتة فتو السرعة ثابتة ⇒ الجملة في توازن : Σℳ = 0. جسم S يتح

ينزلق : v = r · ω لكلّ بكرة.

تّر حبل P2، شاقولي نحو الأسفل( ؛ رد1ّ.  القوى على جملة البكرتين :  )قوة الحبل على P1، أفقية في الأعلى( ؛  )تو

فعل المحور  )ثقل الجملة مهمل(.

Δ
P₁

P₂

A
F

vA

S

T

T′

R

S رة على الجملة )البكرتان( ثمّ على الجسم القوى المؤثّ

الجسم S في توازن : T = P = 8000 N. للبكرتين :2. 

Σℳ = T r2 − F r1 = 0 ⇒  F = P · r2 / r1 = 8000 × 0,1 / 0,4 = 2000 N

.)R = √F2 + P2  ≈ 8,2×103 N : ردّ الفعل(

 .3ω = vA / r1 = 0,4 / 0,4 = 1 rad/s

 .4vS = ω · r2 = 1 × 0,1 = 0,1 m/s

.)r2 = r1 / 4 ّلأن( A سرعة الجسم أصغر بأربع مرّات من سرعة الطرف : vS = vA / 4

 .5.S مسافة تساوي أربعة أمثال مسافة A يقطع : dA / dS = r1 / r2 = 4 ⇒ dS = r2 Δθو dA = r1 Δθ

FT

R
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 .6PF = F · vA = 2000 × 0,4 = 800 W

PP = P · vS = 8000 × 0,1 = 800 W

الاستطاعتان متساويتان : لا ضياع للطاقة. ما نربحه في القوة )أصغر بأربع مرّات( نخسره في المسافة )أكبر بأربع

مرّات( : مبدأ الرافعة.

حلّ التمرين 13

توجيه منهجي

رّ بمركز العطالة(. الجملة : العجلة. القوى :  )عزمها غير معدوم(، الثقل وردّ فعل المحور )عزمهما معدوم، المحور يم

.Ec1 = 0 : تنطلق من السكون

 .1: r القوة مماسية ⇒ ذراعها

ℳΔ(F) = F · r = 20 × 0,2 = 4 N·m

 .2Δθ = 2π × 10 = 20π ≈ 62,8 rad

 .3W(F) = ℳ · Δθ = 4 × 62,8 ≈ 251 J

الجملة )عجلة(4. 

Ec1 = 0

Ec2

W(F)

Ec1 + W(F) = Ec2 ⇒  0 + 251 = ½ × 0,5 × ωf
2

ωf = √2 × 251 / 0,5 = √1005 ≈ 31,7 rad/s

F
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حلّ التمرين 14

توجيه منهجي

.Ec2 = 0 : قّف اّ عزم الاحتكاك : عمله مقاوم W = − ℳf · Δθ. الأسطوانة تتو رّك لا يبقى إل بعد فصل المح

.ω0/2 طة ية المتوسّ الحركة متباطئة بانتظام ⇒ السرعة الزاو

 .1Ec0 = ½ JΔ ω0
2 = ½ × 0,8 × 502 = 1000 J

 .2.Δθ = 2π × 20 = 40π ≈ 126 rad

الجملة )أسطوانة(

Ec0

Ec2 = 0

|W(ℳf)|

Ec0 − ℳf · Δθ = 0 ⇒  ℳf = 1000 / 126 ≈ 7,96 N·m

 .3Δt = Δθ / ωmoy = 126 / (50/2) = 126 / 25 ≈ 5,0 s

 .4Pmoy = |W| / Δt = 1000 / 5,03 ≈ 199 W

.✓ ℳf · ωmoy = 7,96 × 25 ≈ 199 W : تحقّق

حلّ التمرين 15

توجيه منهجي

ثّر في G الواقع على المحور : عمله معدوم. الكتلة النقطية m هي الجملة : )قرص + كتلة نقطية(. ثقل القرص يؤ

ية α مع الشاقول. عزم العطالة : الوحيدة التي ينزل مركزها، وارتفاع نزولها R·cos α عندما يصنع GA الزاو

.J = ½ M R2 + m R2

 .1JΔ = ½ M R2 + m R2 = (½ × 0,4 + 0,1) × 0,122 = 0,3 × 0,0144 = 4,32×10−3 kg·m2
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 .2.h = R cos α ارتفاعا m ينزل الكتلة : α ية من الوضع الأفقي )α = 90°( إلى الزاو

الجملة )قرص + كتلة(

Ec1 = 0

Ec2

W(P)

Ec = W(P) = m g R cos α

أ(3. 

Ec = 0,1 × 10 × 0,12 × cos 60° = 0,06 J

ب(

ω = √2 Ec / JΔ  = √2 × 0,06 / 4,32×10−3  ≈ 5,27 rad/s

جـ(

v = R · ω = 0,12 × 5,27 ≈ 0,63 m/s

 .4: α = 0 )أ

Ec = m g R = 0,1 × 10 × 0,12 = 0,12 J

ب(

ω = √2 × 0,12 / 4,32×10−3  ≈ 7,45 rad/s

جـ(

v = R · ω = 0,12 × 7,45 ≈ 0,89 m/s

51الأستاذ تبيب حكيم — الوحدة 03 : العمل والطاقة الحركية الدورانية



حلّ التمرين 16

توجيه منهجي

ثّر في G : ينزل يغنز بالمسافة d = OG = R. ثقل القرص يؤ رّ بالنقطة O من الحافة، لا بالمركز G : استعمل هو المحور يم

.R بارتفاع G2 إلى G1 من G

 .1JΔ = JΔ
G

 + m R2 = ½ m R2 + m R2 = (3/2) m R2

JΔ = 1,5 × 0,5 × 0,12 = 7,5×10−3 kg·m2

 .2W(P) = m g R = 0,5 × 10 × 0,1 = 0,5 J

رّك(. )عمل مح

الجملة )قرص(3. 

Ec1 = 0

Ec2

W(P)

0 + m g R = ½ JΔ ω2 = ½ · (3/2) m R2 ω2 ⇒  ω = √4 g / 3 R

ω = √4 × 10 / (3 × 0,1)  = √133 ≈ 11,5 rad/s

 .4vG = R · ω = 0,1 × 11,5 ≈ 1,15 m/s

انتبه : خطأ شائع

ردّ فعل المحور في O يقطع المحور : عمله معدوم. أمّا ثقل القرص فعمله لا ينعدم لأنّ مركز عطالته G لا يقع على

المحور.
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ق تمارين تعمّ المستوى 3

حلّ التمرين 17

توجيه منهجي

الجملة )بكرة + جسم( : الجسم في حركة انسحابية والبكرة في حركة دورانية، فطاقتها الحركية مجموع الحدّين. الخيط لا

ينزلق : v = r·ω. عملا قوتي الخيط على الجسم وعلى البكرة يلغي أحدهما الآخر ؛ يبقى عمل ثقل الجسم فقط )ثقل

البكرة وردّ فعل المحور عملهما معدوم(.

 .1Ec = ½ m v2 + ½ JΔ ω2 = ½ m v2 + ½ JΔ (v/r)2 = ½ ( m + JΔ / r2 ) v2

الجملة )بكرة + جسم(2. 

Ec1 = 0

Ec2

W(P)

0 + m g h = ½ ( m + JΔ / r2 ) v2 ⇒  v = √2 m g h / ( m + JΔ / r2 )

 .3: JΔ / r2 = 2×10−2 / 10−2 = 2 kg

v = √2 × 1 × 10 × 2 / (1 + 2)  = √13,3 ≈ 3,65 m/s

 .4ω = v / r = 3,65 / 0,1 ≈ 36,5 rad/s

 .5m g h = 20 J 3,65. السبب : من الطاقة m/s أكبر من ،v = √2 g h  = √40 ≈ 6,3 m/s : جسم يسقط حرّا

ختزن في دوران البكرة. يذهب إلى الجسم m v2 ≈ 6,7 J ½ )الثلث(، والباقي J 13,3 ≈ )الثلثان( يُ
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حلّ التمرين 18

توجيه منهجي

JΔ = JΔ. المحور في O : ردّ الفعل عمله معدوم، ولا يعمل
G
 + m(L/2)2 عزم عطالتها : O الساق تدور حول طرفها

.(L/2) sin β الذي ينزل ،G بّق في اّ الثقل المط إل

 .1JΔ = (1/12) m L2 + m (L/2)2 = (1/3) m L2 = (1/3) × 0,3 × 0,36 = 3,6×10−2 kg·m2

 .2: h = (L/2) sin β بالارتفاع G ينزل

W(P) = m g (L/2) sin β = 0,3 × 10 × 0,3 × sin β = 0,9 sin β (J)

الجملة )ساق(3. 

Ec1 = 0

Ec2

W(P)

0 + m g (L/2) sin β = ½ · (1/3) m L2 ω2 ⇒  ω2 = 3 g sin β / L ⇒  ω = √3 g sin β / L

لّق ω بالكتلة. الكتلة m اختفت من العبارة : لا تتع

 .4ω = √3 × 10 × sin 40° / 0,6 = √32,1 ≈ 5,67 rad/s

 .5: sin β = 1 ⇒ β = 90° : الوضع الشاقولي

ω = √3 g / L  = √3 × 10 / 0,6 = √50 ≈ 7,07 rad/s

vB = L · ω = 0,6 × 7,07 ≈ 4,24 m/s
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حلّ التمرين 19

توجيه منهجي

h = r·Δθ : ّها تصعد. الحبل لا يمتد رّك )+( وثقل الحمولة مقاوم )−( لأنّ رّك مح الجملة )أسطوانة + حمولة( : عزم المح

وv = r·ω. عملا قوتي الحبل يلغي أحدهما الآخر.

 .1Δθ = h / r = 2 / 0,2 = 10 rad

 .2W(ℳ) = ℳ · Δθ = 25 × 10 = 250 J

W(P) = − m g h = − 10 × 10 × 2 = − 200 J

الجملة )أسطوانة + حمولة(3. 

Ec1 = 0

Ec2

W(ℳ) |W(P)|

Ec2 = ½ ( m + JΔ / r2 ) v2 = 0 + 250 − 200 = 50 J

: JΔ / r2 = 0,5 / 0,04 = 12,5 kg

v = √2 × 50 / (10 + 12,5)  = √4,44 ≈ 2,11 m/s

ω = v / r = 2,11 / 0,2 ≈ 10,5 rad/s

 .4P = ℳ · ω = 25 × 10,5 ≈ 2,6×102 W
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حلّ التمرين 20

توجيه منهجي

S1 : أعمال الثقلين .ω = v/r والبكرة ) الجملة )بكرة + S2 + S1( : الجسمان لهما نفس السرعة v )الخيط لا يمتدّ

تّرات تلغي بعضها. ينزل )+( وS2 يصعد )−(. أعمال التو

 .1Ec = ½ (m1 + m2) v2 + ½ JΔ (v/r)2 = ½ ( m1 + m2 + JΔ / r2 ) v2

 .2W(P1) = m1 g h = 0,3 × 10 × 0,75 = 2,25 J

W(P2) = − m2 g h = − 0,2 × 10 × 0,75 = − 1,5 J

ΣW = (m1 − m2) g h = 0,75 J

الجملة3. 

Ec1 = 0

Ec2

W(P₁) |W(P₂)|

: JΔ / r2 = 2,5×10−3 / 2,5×10−3 = 1 kg

½ (0,3 + 0,2 + 1) v2 = 0,75 ⇒  v2 = 1 ⇒  v = 1 m/s

ω = v / r = 1 / 0,05 = 20 rad/s

 .4v2 = 2 a h ⇒  a = 1 / (2 × 0,75) ≈ 0,67 m/s2

Δt = v / a = 1 / 0,67 = 1,5 s
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 .5: J = 0

v′ = √2 (m1 − m2) g h / (m1 + m2)  = √2 × 0,75 / 0,5 = √3 ≈ 1,73 m/s

أكبر من m/s 1 : عزم عطالة البكرة يبطّئ الحركة لأنّ جزءا من الطاقة يذهب إلى دوران البكرة.

حلّ التمرين 21

توجيه منهجي

رّك، يعمل عزم الاحتكاك فقط )مقاوم( : Ec = Ec0 − ℳf θ. اكتب J ω2 ½ بدل Ec لتحصل بعد فصل المح

قّة )قيم الأوراق الشبكية(. على علاقة بين ω2 وθ : خطّ مستقيم ميله 2ℳf / J−. اقرأ البيان بد

ω0 = √1000 ≈ 31,6 rad/s ⇒ ω0. المنحنى يقطع محور الفواصل عند1. 
2 = 1000 (rad/s)2 : θ = 0 عند

قّف. لّية الممسوحة حتى التو ية الك θ = 50 rad : الزاو

الجملة )دولاب(2. 

Ec0

Ec = 0

|W(ℳf)|

½ J ω0
2 − ℳf · θ = ½ J ω2 ⇒  ω2 = ω0

2 − (2 ℳf / J) · θ

 .3: 2ℳf / J = 1000 / 50 = 20 rad/s2 : )معامل التوجيه )القيمة المطلقة للميل

ℳf = 20 × J / 2 = 20 × 0,1 / 2 = 1 N·m

 .4N = Δθ / 2π = 50 / 6,28 ≈ 8 tr

Ec0 = ½ J ω0
2 = ½ × 0,1 × 1000 = 50 J

.✓ ℳf · Δθ = 1 × 50 = 50 J : تحقّق
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حلّ التمرين 22

توجيه منهجي

جسم في حركة انسحابية ودورانية معا : Ec = ½ m v2 + ½ J ω2، وعدم الانزلاق يعطي v = R·ω. قوة الاحتكاك

.m g h نقطة التماس ساكنة لحظيا( وردّ الفعل الناظمي عملهما معدوم، فيبقى عمل الثقل(

 .1Ec = ½ m v2 + ½ · (2/5) m R2 · (v/R)2 = ½ m v2 + (1/5) m v2 = (7/10) m v2

القوى : الثقل  )عمله m g h +( ؛ ردّ الفعل الناظمي  )عمله معدوم، عمودي على الانتقال( ؛ قوة الاحتكاك2. 

السكوني  )عملها معدوم لأنّ نقطة تطبيقها لا تنزلق(.

الجملة )كرة(3. 

EA = 0

EB

W(P)

0 + m g h = (7/10) m vB
2 ⇒  vB = √10 g h / 7

vB = √10 × 10 × 0,7 / 7  = √10 ≈ 3,16 m/s

ω = vB / R = 3,16 / 0,02 ≈ 158 rad/s

v = √2 g h، أكبر : في الكرة، جزء من الطاقة يذهب إلى4.   = √14 ≈ 3,74 m/s : كتلة تنزلق دون احتكاك

لّية، والانسحاب ة الدوران : % m v2 / ((7/10) m v2) = 2/7 ≈ 29 (1/5) من الطاقة الحركية الك الدوران. حصّ

.5/7 ≈ 71 %

انتبه : خطأ شائع

الكرة التي تتدحرج لها طاقة حركية أكبر من mv2½ عند نفس السرعة : لذلك تكون سرعتها أصغر من سرعة جسم

ينزلق دون احتكاك من نفس الارتفاع.

PRN

f
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حلّ التمرين 23

توجيه منهجي

الجزء الأول : توازن جسم قابل للدوران : Σℳ = 0 بالنسبة للمحور (Δ) )ردّ فعل المحور لا يظهر(. الجزء الثاني :

AB : اّ ثقلها لأنّ ردّ فعل المحور عمله معدوم. الجزء الثالث : ثلاث مراحل الجملة )الساق( وحدها، ولا يعمل إل

بة الأفقية للسرعة ثابتة لأنّ الثقل شاقولي(. مّ المقذوف في الهواء )المركّ )يعمل الاحتكاك(، BC )يعمل الثقل(، ث

الجزء الأول

القوى : الثقل  في G0 )ذراعه sin α (L/2)(، قوة النابض  في G عمودية على الساق )ذراعها L(، وردّ فعل1. 

المحور  )عزمه معدوم(.

O

Δ

α

G

G0

K

P

F

(L/2) sin α

رة على الساق القوى المؤثّ

بّبه  : المنحى الموجب : منحى دوران الساق الذي يس

ΣℳΔ = F · L − M g · (L/2) sin α = 0 ⇒  F = ½ M g sin α

F = ½ × 2 × 10 × sin 60° ≈ 8,66 N

 .2: x = F/K ومنه F = K·x

Epe = ½ K x2 = ½ K (F/K)2 = F2 / (2K) ⇒  K = F2 / (2 Epe)

K = 8,662 / (2 × 0,05) = 750 N/m

x = F / K = 8,66 / 750 ≈ 1,2×10−2 m

PF

R

F
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الجزء الثاني

يغنز :1.  مبرهنة هو

JΔ = JΔ
G0

 + M (L/2)2 = (1/12) M L2 + (1/4) M L2 = (1/3) M L2

رّك : من الوضع α إلى الوضع الشاقولي ينزل G0 بالارتفاع h = (L/2)(1 − cos α) فعمل الثقل مح

.W(P) = M g (L/2)(1 − cos α)

الجملة )ساق(

Ec1 = 0

Ec2

W(P)

0 + M g (L/2)(1 − cos α) = ½ JΔ ω2 = ½ · (1/3) M L2 ω2

ω2 = 3 g (1 − cos α) / L ⇒  ω = √3 g (1 − cos α) / L

 .2ω = √3 × 10 × (1 − 0,5) / 0,4 = √37,5 ≈ 6,12 rad/s

vG = L · ω = 0,4 × 6,12 ≈ 2,45 m/s

).vG2 = 3 g L (1 − cos α) = 6,0 m2/s2 ّنلاحظ أن(

الجزء الثالث
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ا1ّ.  vA = vG أي vA2 = 6,0. على AB : ردّ الفعل الناظمي والثقل عمودان على الانتقال )عملهما معدوم(، فلا يعمل إل

الاحتكاك.

الجملة )كرة(

EcA

EcB

|W(f)|

½ m vA
2 − f · AB = ½ m vB

2 ⇒  f = m (vA
2 − vB

2) / (2 AB)

f = 0,2 × (6,0 − 4) / (2 × 1) = 0,2 N

على BC الأملس ردّ الفعل الناظمي عمودي على الانتقال : عمله معدوم. ترتفع الكرة بالارتفاع r (1 − cos θ) فعمل2. 

الثقل مقاوم.

الجملة )كرة(

EcB

EcC

|W(P)|

½ m vB
2 − m g r (1 − cos θ) = ½ m vC

2

cos θ = 1 − (vB
2 − vC

2) / (2 g r) = 1 − (4 − 1) / (2 × 10 × 0,3) = 0,5

θ = 60°

61الأستاذ تبيب حكيم — الوحدة 03 : العمل والطاقة الحركية الدورانية



بة الأفقية للسرعة ثابتة، وعند الذروة S السرعة أفقية :3.  اّ لثقلها )شاقولي( : المركّ بعد C لا تخضع الكرة إل

vS = vC · cos 60° = 1 × 0,5 = 0,5 m/s

بين C وS يعمل الثقل )مقاوما( :

الجملة )كرة(

EcC

EcS

|W(P)|

½ m vC
2 − m g H = ½ m vS

2 ⇒  H = (vC
2 − vS

2) / (2 g)

H = (1 − 0,25) / 20 = 0,0375 m ≈ 3,8 cm

 .4: vS = 0,5 m/s الحركة الأفقية منتظمة بالسرعة

ED = vS · Δt = 0,5 × 0,4 = 0,2 m

تحقّق : C يرتفع عن الأرض r(1 − cos θ) = 0,30 + 0,15 = 0,45 m + 0,30، ومن

.✓ t ≈ 0,4 s 0,866 + 0,45 نجد t − 5 t2 = 0

انتبه : خطأ شائع

ية شعاع السرعة مع الأفق متساويتان عند C )هنا °60(. وعند الذروة ية نصف القطر مع الشاقول θ وزاو زاو

بتها الشاقولية. اّ مركّ السرعة ليست معدومة : لا تنعدم إل
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حلّ التمرين 24

توجيه منهجي

ثّر في نقطة تماس جسم يتدحرج دون انزلاق : Ec = ½ m v2 + ½ J ω2 مع ω = v/R. قوة الاحتكاك السكوني تؤ

اّ الثقل )مقاوما أثناء الصعود(. ساكنة لحظيا فعملها معدوم، وردّ الفعل الناظمي عمودي على الانتقال : لا يعمل إل

ية معدومتان معا. قّف الكرة لحظيا : سرعتها وسرعتها الزاو تتو

 .1ω0 = v0 / R = 3 / 0,05 = 60 rad/s

J = (2/5) m R2 = 0,4 × 0,5 × 0,052 = 5×10−4 kg·m2

Ec0 = ½ m v0
2 + ½ J ω0

2 = ½ × 0,5 × 9 + ½ × 5×10−4 × 602 = 2,25 + 0,9 = 3,15 J

.)Ec = (7/10) m v2 ة الدوران : % 29 ≈ 2/7 = 3,15 / 0,9 )كما في حصّ

الجملة )كرة(2. 

EcB

EcA = 0

|W(P)|

نقطة تماس الكرة بالمستوي لا تنزلق : سرعتها لحظيا معدومة، فعمل قوة الاحتكاك السكوني معدوم. وردّ الفعل

الناظمي عموديّ على الانتقال. يبقى عمل الثقل المقاوم.

 .3Ec0 − m g · d sin α = 0 ⇒  d = Ec0 / (m g sin α)

d = 3,15 / (0,5 × 10 × 0,5) = 1,26 m

h = d sin α = 1,26 × 0,5 = 0,63 m
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 .4E′c0 = ½ m v0
2 + ½ J′ ω0

2 = ½ m v0
2 (1 + 2/3) = (5/6) m v0

2 = (5/6) × 0,5 × 9 = 3,75 J

d′ = E′c0 / (m g sin α) = 3,75 / 2,5 = 1,5 m

d′ > d : لنفس الكتلة ونفس السرعة، الكرة المجوّفة تملك طاقة دورانية أكبر )كتلتها أبعد عن المحور(، فتصعد أبعد.

اّ طاقة الانسحاب :5.  الجسم المنزلق لا يملك إل

½ m v0
2 = m g d″ sin α ⇒  d″ = v0

2 / (2 g sin α) = 9 / (2 × 10 × 0,5) = 0,9 m

ة الدوران من الطاقة الحركية الابتدائية لّما زادت حصّ الترتيب : d″ (0,9 m) < d (1,26 m) < d′ (1,5 m). ك

صعد الجسم مسافة أكبر.

انتبه : خطأ شائع

تُقاس على المستوي،  d لا تضف عملا لقوة الاحتكاك السكوني : الكرة تتدحرج دون انزلاق. ولا تنسَ أنّ المسافة

.h = d sin α وأنّ الارتفاع
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